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Qetvrti razred - A kategorija

1. Dat je nekonstantan ireducibilan polinom P ∈ Q[x]. Neka su a, b ∈ R takvi da je
P (a) = P (b) = 0 i a− b ∈ Q. Dokazati da je a = b.

Napomena: Za polinom P ∈ Q[x] ka�emo da je ireducibilan ako se ne mo�e predstaviti
kao proizvod dva nekonstantna polinoma iz Q[x].

2. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Neka su E i F taqke dodira upisane kru�nice
trougla ABD sa stranicama AD i AB, redom, a G i H taqke dodira upisane kru�nice
trougla BCD sa stranicama BC i CD, redom. Dokazati da se prave EF , GH i BD
seku u jednoj taqki ili su sve tri paralelne ako i samo ako je qetvorougao ABCD
tangentan.

3. Odrediti sve funkcije f : N → N takve da va�i

f(m) + f(n) | m! + n!,

za sve prirodne brojeve m i n.

4. (a) Koliko postoji nizova podskupova A1, A2, ..., A100 i A101 skupa {1, 2, 3, ..., 2023} tako
da za svako i ∈ {1, 2, 3, ..., 100} va�i |Ai△Ai+1| = 101?
(b) Koliko ima takvih nizova podskupova za koje dodatno va�i i |A101△A1| = 101?

5. Data je funkcija f : N → N takva da za svaka dva razliqita prirodna broja a, b ∈ N,
takva da a | b, va�i f(a) < f(b). Da li f mora biti neopadaju�a?
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Svaki zadatak vredi 20 poena.
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