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Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je 4ABC. Taqke Ia, Ib i Ic su centri ǌegovih pripisanih kru�nica, a taqke
A1, B1 i C1 su taqke dodira tih pripisanih kru�nica s odgovaraju�im strani-
cama, redom. Dokazati da se prave IaA1, IbB1 i IcC1 seku u jednoj taqki.

2. a) Dokazati da postoji jedinstvena funkcija f : N0 → N0 takva da va�i:

• f(p) = 1 za sve proste brojeve p;
• f(ab) = f(a)b+ af(b) za sve a, b ∈ N0;
• f(0) = f(1) = 0.

b) Odrediti sve prirodne brojeve n maǌe od 100 za koje va�i f(f(n)) = 1, gde je
f funkcija iz dela pod a).

3. Dokazati da za svaki polinom P (x) sa realnim koeficijentima postoje polinomi
Q(x) i R(x) takvi da va�i

P (x) = Q(x2) +R((x+ 1)2).

4. Sveqanoj veqeri prisustvuje 6k + 3 braqnih parova, gde je k prirodan broj. Zva-
nice sede na 12k + 6 ravnomerno raspore�enih mesta oko okruglog stola. Svaki
muxkarac me�u zvanicama ima taqno jednu sestru, a svaka �ena taqno jednog brata
(brat i sestra ne mogu biti u braku). Zvanice su raspore�ene za stolom tako da
svaki muxkarac sedi bli�e svojoj supruzi nego svojoj sestri. Neka je f(k) maksi-
malan mogu� broj �ena koje sede bli�e svom bratu nego svom mu�u, gde maksimum
posmatramo nad svim mogu�im rasporedima i nad svim mogu�im skupovima zva-
nica koje ispuǌavaju uslove zadatka. Dokazati: f(k) = 6k.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


