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Prvi razred – A kategorija

Neka su a, b i c proizvoǉni prirodni brojevi. Dokazati nejednakost1.

NZD(a, b− 1) ·NZD(b, c− 1) ·NZD(c, a− 1) 6 ab + bc + ca− a− b− c + 1,

kao i da se jednakost dosti�e za beskonaqno mnogo trojki (a, b, c).

Dat je jednakokraki 4ABC, pri qemu va�i AB = AC. Unutar 4ABC uoqena je2.
taqka P takva da va�i ]BPC = 90◦ + ]BAC

2 . Tako�e je uoqena taqka Q takva da
va�i ]BPQ = ]PQA = 90◦. Neka je R taqka na du�i QB takva da va�i BR = 2RQ.
Dokazati da su taqke R, P i C kolinearne.

Quvar banke ima n sefova koje mora da quva i svaki sef ima svoj jedinstven kǉuq3.
koji ga otvara. Kǉuqevi su po izgledu identiqni. Quvar je dobio na raspolagaǌe
dovoǉan broj identiqnih kru�nih metalnih alki. Na svaku alku mogu�e je zaka-
qiti proizvoǉan broj kǉuqeva ili drugih alki (ali ne mogu na istom kǉuqu biti
prikaqene dve alke), pri qemu su alke takve da se, nakon xto quvar prikaqi sve xto
�eli, cikliqan redosled zakaqenih objekata na alki potom ne�e remetiti. Quvar
�eli da pomo�u alki spoji sve kǉuqeve u jednu celinu na takav naqin da nadaǉe
uvek bude u mogu�nosti da, na osnovu rasporeda kǉuqeva i alki, identifikuje
kǉuq koji mu zatreba za otvaraǌe odre�enog sefa (bez isprobavaǌa kǉuqeva na
sefu). Za zadat broj n > 1, odrediti najmaǌi broj alki koje su potrebne quvaru
ukoliko:

a) kǉuqevi imaju jednu osu simetrije u ravni kǉuqa (slika levo);
b) kǉuqevi nemaju nijednu osu simetrije u ravni kǉuqa (slika desno)?

Da li postoji polinom P (x) kome nisu svi koeficijenti celobrojni takav da va�i4.
P (0) = 0 i da je P (a)−P (b)

a−b ceo broj za svaka dva razliqita cela broja a i b?
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Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


